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et on obtient : ¥ — 1 = s — 1; quitte & renuméroter les ¢;, p; et ¢
sont associés et a; = 3; pour ¢ < r. Comme on avait déja p, = ¢, et
ar =1 = ., 'unicité de la décomposition est prouvée.

Conclusion, Un anneau principal est factoriel. <1

Lexercice suivant rappelle la définition dun anneau euclidien,
montre qu'un gnnecu euclidien est principal et s'intéresse aur ennecur
euclidiens dans lesquels lo division euclidienne est unigque.

3.11. Anneaux euclidiens

A étant un anneau intégre, on dit que A est euclidien lorsqu’il
existe une application ¢ : A\{0} — N telle que, pour a € A et
b c A\ {0}). il existe (g,r) € A? tel que

a=bg+r et =0 ou (v} <w(b). ()

1. Donner des exemples d’anneaux euclidiens.

2. Montrer qu'un anneau euclidien est prineipal,

3. On suppose de plus que A rn'est pas un corps et que, pour
tout g et & le couple {g.r) défini par (*) est unique. Montrer que A
est isomorphe A 'anneau des polynomes sur un certain corps.

{Ecole normale supérieure)

t> Solution.

1. ® On peut prendre A = Z et ¢ : z — |z|. En effet, soit a € Z,
b = Z\{0}. Si g et r désignent respectivement le quotient et le reste de
la division euclidienne de a par ||, on a bien

e=bsg+r et r=0oul<r <b,

avec [b] = eb et ¢ — £1.

e L'autre exemple du cours est K[X] oii K est un corps commutatif :
la division euclidienne donne le couple g et r et pour application i, il
suffit de prendre la fonction degré.

¢ Lexercice 3.12 montre que l'anneau Z[i] des entiers de Gauss est
euclidien,

2. Soit A un anneau euclidien. Par définition, A est integre, Consi-
dérons un idéal I de A et montrons que I est principal. C'est clair si I
est nul, Si 1 # {0}, considérons l'ensemble F = {y(a) € N,e € I,a # 0}.
(Pest une partie non vide de N, qui admet donc un plus petit élément.
11 existe donc un élément gp non mul de I tel que w{ap) = minF. On a,
bien entendu, agA C 1.
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Réciproquement, si e € 1, il existe (q,7) € A® tel que a = gag+r avec
r=0oue(r} < ¢lag). On en déduit que r = ¢ — apg est dans I, puisque
I est un idéal. Si r n'est pas nul, on obtient (r) < w(ag) = minF, ce
(ui est impossible. On a donc nécessairement r = 0 et a = agg € agA.
On conclut que 1= apA : 'idéal I est principal.

On note que les exemples d’anneaur principaur les plus importants
i cours sont des annequr euclidiens. Il est assez difficile d'exhiber des
annequs principeur non euclidiens mais cela exriste”.

3. 1l s’agit de sortir de notre chapeau le corps K dont A serait 'an-
neau des polyn6émes. Or, dans K[X], le corps K est composé de 0 et des
fléments de degré minimal (4 savoir D). Cela nous donne une piste pour
(¢finir K @ il serait constitué, outre 0, des éléments 2 non nuls de A, pour
lesquels () est minimal.

e Avant d’entrer dans le détail, nous allons introduire plusieurs nota-
lious et faire quelques remarques simples. A* désigne comme d’habitude
A\ {0} et A* Venserble des éléments inversibles de A. Deux éléments
wct b de A sont dits associés g'il existe u inversible dans A tel que
w = bu (Btre associés est une relation d'équivalence). Enfin, si dans A,
a =bg+ravechs£0,r =0o0u () < ) on dra qu'l s'agit d'une
division euclidienne de e par b. Par hypotheése, une division de @ par b
st unique.

Lemme.  Sia et b appartiennent & A et st alb, alors p(a) € ¢(b).
Sia et b sont ussociés dans A*, () = p(b).

Démonstration. En effet, si alb et si p(a)} > »(b), on a deux divisions

1

enclidiennes de bpar a : b =axc+0etb=ax0+b ol c = g

N

ve: qui est contraire & I’hypothese. 5i a et b sont associés, on a alb et
e, d'olr résultent les relations p(a) € @(b) et w(b) € w(a) et I'égalité
nnnoncée,

e Pour tout a € A*, 1 divise a: on a donc (1} € ¢2(a). Il s’ensuit
ie Mg = (1) = ming. Puisque 1 est associé & tout inversible de A, on
ublient

A" C{z e A", p(x) = mg}

Iticiproquement, si ¢ € A™ et p(z) = mg, T est inversible. En effet, il
existe g et v dang A tels que 1 = xy 4 1 avec r = 0 ou p(r} < ().
Clomme @(z) = mp = min g, cette seconde condition est impossible, et
onal=gyetzecA* On conclut:

A ={x e A", o(z) = mo}

w. PERRIN (D.), Cours d’algébre, Ellipses, 1996, p. 53-54.
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e Tout tious powsse a poser K = A% U {0}, Montrons que K est un
corps comurutatif,
* Comme K" = A%, nous savons déja que (K™, x) est wir groupe
cotnmutatif.
Montrons que K est un sous-anneau de A,
* K* ¢t done K sont stables par multiplication.
»1leKetsiac K alors —a € K.
* Il reste & montrer Ia stabilité par addition. Soit a et b dans K.
Si a ou b est nul, il est clair que ¢ + b est dans K, Supposons ¢ # 0 et
b # 0. Etant donné que a 4+ b = a(l + a 1) ot que K est stable par
mnltiplication, il suffit de prouver le résultat suivant ; si v € K*, alors
1+u2e K.
Raisonnons par Uabsurde et supposons que 1+ u ¢ K. Alors, 1 4 2
est non nul, (1 + ) > my = (1) = p(—u~') et on peut écrirve

T={14u) <041, mais aussi 1= (1 +u) x ™' 4 (—u "}

On a donc deux divisions cuclidiennes de 1 par T4, ce qui est contraire
a I'hypothise.

Etablissons un bilan provisoire : K est corps comumtatil, sous-annean
de A. Comme A n'est par un corps, K C A.

e Dans K[X], X est un polynome de degré 1, i.e. de degré minimal
parmi les polynomes non constanis. Il est done naturel de considérer ici
un élément de A\ K, ot o est minimale. Lientier my = TIEIKElK({?(:E) ost

bicn défini {car AVK # B) et il existe Xg € A\K tel que ap()‘{u) = .
Introduisons la fouction

KX] — A
L P —  DP{Xq)

H s’agit d’un morphisme de K-algéhres. Mortrons que W est un isomor-
phistne.
e Prouvons Tinjectivité de ¥ : montrons par réenrrence sur n € N

que si degP < n et P(Xy) =0, alors P = 0.

4 Clest hon si P =0 on deg I* =10 (cur alors P(Xg) =P € K).

* Supposous 7 2 1 et la propriété vraic jusqu'au rang r — 1. Scit
P € K[X] tel que P(Xo) = 0. En écrivant P = ¢, X" 4+ 4+ a; X + ag, on
obtient,

0= I)(XU) = ((LnX},’_l + -4 ().1)X(] + fip

On reconnait 14 une division euclidienne de O par Xg. En eflet soit ag = 0.
s0it 0y € A et w(ap) = my < p(Xp) = my. Puisque 0 =0 x Xy 4+, on
obtient par unicité ap = 0 et Q(Xp) = 0 avee Q = @, X" ' + -+ ay.
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Come deg Q € n— 1. par 'hypothese de réeurrence, on obtient Q = 0.
Ien résulte que P = 0.

» La surjectivité cst plus délicate. On veutf montrer que les diéments
de A sont dans K{Xo] = lm¥. Clest vrai pour les éléments » € A*
teis que @{z) = my ¢ ils sont dans K. Ou va tenter une récurrence sur
-, (i)» que ot pourrait diminuer par une division euclidienne par Xg.
"lus precisément, montrons par vécwrvence sur n € M que sl o € A et
Jlr) €, alors € KXo

(Test vral sl n < mig.

Supposons 1t > 1ng, ef la propriété vérifide jusqu’a Ventier n — 1.
Prenons 7 € A avee w(x) < 7. On peut supposer @(x) > mp i.e
v K. Divisons x par Xo : il existe g et v dans A tels que z = Xgg 4+ r
mee =0 on ¢(r) < ¢(Xg). Par conséquent. r appartient & K. Pour
mongrer que r est dans K[X], il suffit de niontrer yne g est. dans K[Xp].
IYaprés I'hypothise de récurrence, clest vrai 81 (¢) < n —1. Or, on a
11 Xog) = wlz —-r). Puisque () € n, linégalité p(q) < n— | va résulter
des denx inégalités suivantes @ @ —r) = () et p(q) < ¢(Xoq) (ce qui
vl lee cas lorsque  est la fonction degré dans K[X]). On les déduit de
enx lemunes.

Lesome. Six ¢ K et a € K, alors o(z + a) = p(x).

Démonstration. Clest évident si o = 0. Sinon, a est inversible, @ + - est
asocic a1+ e z et x a a1z On en déduit que

platx)=o(l +atz) et pla'z) = p(x).

On peut donc se ramener 4 montrer que si u ¢ K, alors (1 +u) = p(u).
On remarque que 144 n'est pas dans K| sinon u y serait (K est un corps
et contient 1). On a done 142 # 0 et

I=(1+u)xl—u={(1+4+u)x041.

Comme @{L4u) > (1), on a néeessairement, par unicité de la division,
vlu) 2 (1 4+ u). En remplacant ¢ par —(1 4 ), qui lui aussi n’est pas
dans K, o obtient de meme o(—(1+u)) 2 (1 ~ (1 +w)). On a done
Vita) = w(—(1+u)) 2 (—u) = ¢(u). On conclut que @(1+u) = ().
e lemme est prouvé. §

Lenune. 5% a # 0, (X)) = ().

lémonstration. Raisonnons par 'absurde et supposons »(1X,)) < ().
Cormme x divise 2%, on a p(xXy) 2 op(r) et done p(eXy) = wlix).
Ihvisons @ par Xox : il existe ¢ et r dans A tels gque

zg=aXpg+r ot r=0ou (< (zXy = r).
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On remarque que z divise 7, ce qui implique, si r # 0, que @(z) < @(r).
Cette inégalité n’est pas vérifiée. On a donc + = 0. On ohtient alors
2 = xXpg et, par intégrité, 1 = Xpg, ce qui montre que X est inversible,
donc dans K. Clest faux, par hypothése. §

Résumons : p(g) < ¢(Xog) = @(z) et donc ¢(¢) < n — 1. D’aprés
I'hypothese de récurrence, g € K[Xg] et finalement x € K[Xg]. <

Conclusion. L'anneau A = K[X;] est isomorphe 4 Panneau des po-
lynomes K{X].

On vetiendre des exercices précédents la chaine d’implications : pour
un anneau commutatif et intégre A,

A eurlidien => A principal = A factoriel,

Nous allons, dans les deur exercices qui suivent, nous intéresser aug
entiers de Gouss, exemple historiguement important, qui donne le coup
d’envoi de la théorie algébrique des nombres. Le premier démonire que
Z[i] est euclidien (donc principal et factoriel), ce gui conduit ¢ une
arithmétique proche de celle de Z. Le lecteur qura intérét. quant de abor-
der, 4 affermir ses connaissances sur les annecux foctoriels en troitant
Dezercice 3.10.

3.12. Anneau des entiers de Gauss (1)

On counsidére l'anneau Z{i] = {u +iv € C, (u,v) € Z*} et lap-
plication ¢ : @ € Z{i] — am € N,

1. Déterminer le groupe multiplicatif des élémeuts inversibles
de Z[i].

2. Montrer que ZIi] est euclidien pour i, c'est-d-dire que pour
tout (a.b) € Z[i] x Zli]*, il existe (g,r) € Z[i]* tel que a = bg +r
avec (r) < p(b).

3. En déduire que Z[i] est factoriel.

4, Montrer que si p{a) est premier, alors ¢ est irréductible
dans Z[i).

5. Soit p un nombre premier. Montrer 1'équivalence entre les
propriétés suivantes :

(i) p est irréductible dans Z[i] ;
(i) p = 3 (mod 4);
(iii) il n’existe pas a € Z[4] tel que p = p(a).

On admettra que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p
n'est pas congru a 3 modulo 4.

6. En déduire tous les irréductibles de Zf4].

(Ecole normale supérieure)
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I - Solution.

1. Soit a un élément inversible de Z[]. Il existe & dans Z[{] tel
(ne ab = 1. Comme ¢ est multiplicative, il vient w(a)e(b) = 1. L'en-
Lier naturel ¢ (a) est inversible dans Z et donc égal & 1. Réciproquement
w(a) =1, alors @@ = 1 et @, qui appartient & Z[i], est Vinverse de a.

Un élément a € Z[i} est donc inversible si et seulement si {a) = L.
lin posant @ = u + v, avec (u,v) € Z%, on obtient u% 4+ v? = 1. Les
cléments inversibles de Z[¢] sont donc 1, —1,i et —i : il §’agit du groupe
iles racines quatriéme de Punité.

2. Soit (a,b) € Z[i] x Z[i]*. Considérons le nombre complexe % qui

Wierit 5 o= z + iy, avec (z,y) € R?, u (resp. v) lentier le plus proche
e x (resp. y) et posons ¢ = u + v,
On a alors

%—q2=(u4m)2+(v—y)2< (%)2+(é)2<1-

Ou en déduit |a—bg|? < |b|?. Posons r = a—bgq; a, b, q appartenant & Z[1],
r appartient également & Z[i] et on a Jr]? < |bI2, c'est-d-dire p(r) < w(b).

Nous avons déterminé (g,7) € Z[i]? tel que a = bg+r et (r) < @(b).

Conclusion. T/anneau Z[i] est un anneau euclidien.

3. D’apres l'exercice 3.11, Z[i] est un anneau principal et d’apres
I'"xercice 3.10. il est alors factoriel,

4. Soit a € Z[i] tel que p(a) soit premier. Supposons que a s'écrive
« = be. avec b et ¢ dans Z[i]. On a alors p(a) = p(b)p(c). L’entier (a)
¢lant premier, on en déduit que () =1 ou p(c) = 1, c'est-a-dire que b
ot ¢ est inversible. Donc a est irréductible.

5. Supposons (¢) et montrons (i) en raisonnant par I'absurde. Si
p west pas congru & 3 modulo 4, alors —1 est un carré dans Z/pZ et
il existe z € Z tel que —1 = 2¢ (mod p). On obtient alors que p divise

241 = (z+1)(z—1) dans Z et donc dans Zi]. Puisque p est irréductible,
il divise & + i ou x — 4. Maijs ceci est impossible, car ni % + %, ni % - ;
ne sont des éléments de Z[i].

Supposons (#) et montrons (i41), toujours par 'absurde. Si p = p(a).
wlors p = u? 4 vZ, olt u et v sont deux entiers tels que a = u + jv. Mais
nu carré étant toujours congru & 0 ou 1 (mod 4), p ne peut &ire congru
quw'a 0,1 on 2 (mod 4), ce qui contredit (47).

Supposons (iii) et démontrons (i). Soit @ et b dans Z[i] tels que
p = ab. On a p? = (p) = pla)p(). Si ni a, ni b ne sont inversibles,
o a pla) et o(b) différents de 1. On obtient, puisque p est premier,
@(a) = (b) = p, ce qui contredit I'hypothese. On conclut que o ou b est
mversible : p est irréductible.



100 CHAPITRE 3. ANNEAUX ET CORPS

6. D’aprés les questions précédentes, les entiers premiers congrus &
3 modulo 4 et les éléments o de Z[i] tels que p{a) scit premier sont
irréductibles. Montrons que ce sont les seuls, 4 multiplication par un
inversible prés.

Soit @ un élément irréductible de Z[{]. On remarque que a divise
w(a) > 1. L'entier (a) est un produit d’entiers premiers. Puisque @ est
irréductible, il divise (dans Z[i]) un de ces entiers premiers, p. Il existe
b € Z[i] tel que p = ab et donc p* = pla)p(d). Si b est inversible, a
est associé & p et nécessairement p est congru & 3 modulo 4, d’apres
la question 5. Sinon, on a, puisque p(a) > 1, p{a) = p et a est un
irréductible du type étudié dans la question 4. <

On remargque que la condition (iié) de la question 5 de lexercice
équivaut & dire que p n'est pas somme de deux carrés. On obtient done
qu'un entier premier est somine de deur carrés si et seulement s’il nest
pus congru & 3 modulo 4. On trouvera dans le chapitre 4 (arithmétique)
deux autres preuvves de ce résultat (cf. 4.34 et 4.35).

Llexercice 3.13, qui étudie certaines sommes d’entiers de Gauss, sup-
pose connus les résultats de Uexercice 3.12.

3.13. Anneau des entiers de Gauss (2)

Soit ke N* et n e N. Onposesn:i ¥ ak.
a€Z[d]
1. Montrer que s, € Z et que, si k n’est pas un multiple de 4,
on a s, =0.
2. Calculer sg, 813 et 85 pour k = 4. Que constate t-on?
3. Généraliser le résultat de la question précédente.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Sin =0, alors s, = 0 pour tout k. Dans la suite, nous supposerons
donc n # 0.

Comme dans P'exercice précédent, on note, pour o € Zii], ¢(a) = ag.
On rappelle que deux éléments a et b de Z[i] sont associés s’il existe c,
élément inversible de Zi], tel que & = ac et que la relation «étre as-
gociésy est une relation d'équivalence. I a été démontré dans 'exercice
précédent, que les inversibles de Z[4] sont les éléments a tels que p(a) = 1,
c’est-d-dire —1,1,4,—4. Si a est non nul, la classe de a contient donc
quatre éléments distincts a, —a, ia, —ia.

On remarque que si a et b sont associés, alors p{a) = @(b). L'en-
semble des éléments a de Zfi] tels que p{a) = n se compose donc



